
第二章 矩陣  2–9    

 
       【要訣】(1) 本例中的A是一個典型的idempotent.   (詳情見CH10定義10)  

               (2) 本例中的B是一個典型的nilpotent.     (詳情見CH14定義1)   

               (3) idempotent與nilpotent在舉反例時相當有用. 

 
       【解】由矩陣乘法計算即得知A=A2=A3=......  ;   

                                 
                  0  0  1        
                                 
             B2=  0  0  0  ,  O=B3=B4=B5= .....   
                                  
                  0  0  0         
                                  

 

        習題4c.1 

                             4 
             0   ﹡  ﹡  ﹡  
                             
             0   0   ﹡  ﹡  
        計算                  , 其中 ﹡表示不介意其確實值的一些數. 
             0   0   0   ﹡  
                             
             0   0   0   0   
                              

                                                         Ans: O4×4 
 

      範例:《不成立的性質》 

        判斷下列各性質是否成立? 若成立則加以證明, 若不成立則舉反例. 

         AB=BA , 

         (AB)2=A2B2, 

         (A＋B)2=A2＋2AB＋B2  ,                   (交大79工工[7]) 

         (A＋B)(A–B)=A2–B2  , 

         若AB=O, 則A=O或B=O , 

         若A2 =O, 則A=O , 

         若AB=AC, 且A≠O, 則B=C , 

         若A2 =A, 則 A=O或A=I . 



2–10  廖亦德: 綜合線性代數 

 
       【要訣】設p(A, B)是含有A, B的一個敘述.  有關此敘述的真偽, 有下列 

               三種情形: 

                  () 對任意A, B; p(A,B)都成立 

                  () 存在A,B使 p(A,B)不成立      // ()是()的否定敘述. 

                  () 對任意A,B; p(A,B)都不成立 

               但習慣上都是把()的“對任意A,B ”省略掉, 簡稱為 “ p(A,B)成立 ” 

               將()簡稱為 “ p(A,B)不成立 ”. 至於(), 可說成 “ p(A,B)成立 ”. 

               因此我們所看到的教科書都直接說矩陣乘法的交換律“不成立”, 而不 

               說“不恆成立”. 

 
       【解】以上全都不成立. 

                                              
                            0   1      1   1  
             〜可舉A=        , B=       為例 , 請讀者自行驗證. 
                            1   0      1   0  
                                              

                                                 
                             0   0       0   0   
             〜可舉A=B=        , C=        為例 , 請讀者自行驗證. 
                             1   0       0   0   
                                                 

                               
                       1   0   
             可舉A=        為例 , 請讀者自行驗證. 
                       0   0   
                               

◎  定理:《係數積與矩陣乘法》 

                               
              x1   ax1    x1   
                               
              x2   ax2    x2     
         a     =     =     a    
              :      :       :       
                               
              xn   axn    xn   
                               

          對a, xn×1, ax=xa .                        //這不是交換律!! 
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          對x, zn×1, y1×n, 有 (x y)z = x( y z)= ( y z) x .    //這不是交換律!! 

         對xn×1, y1×n, 有 (x y)2= ( y x)(x y).           //這不是交換律!! 

 
       【要訣】(1) 對x1×n, yn×1,  

                   x y是1×1矩陣, 也當做是數. 而 y x 是n×n矩陣, 兩者大不相同. 

               (2) 中最左邊是係數積, 最右邊是矩陣乘法. 因習慣上不區分1×1矩 

                  陣與數. 所以可將寫成如 .   中第一個等號是矩陣乘法的結合 

                  律(定理9 ). 第二個等號是利用 .   式右邊通常寫成(yx)xy.  

               (3) 本定理一般書都未特別列出, 但在矩陣計算上很常用.  

                  讀者務必要由上下文明確分辨哪裏是矩陣乘法, 哪裏是係數積. 

 
       【證】由矩陣乘法及係數積的定義驗證即得. 

               讀者自證. 

              ( xy)2=(xy)(xy)=((xy)x)y=(x( yx))y             (定理9 )  

               =(( yx)x)y                                (由 )  

               =( yx)(xy)                                (定理9 )  

 

       習題5a.1: 

       (1) 對n=2寫出本定理各條的矩陣型式.     (2) 證明本定理 .  

◎    定理:《右直切, 左直切》 

        設任意矩陣X的第k個行向量記為X(k),  

         對矩陣Am×n , Bn×s , Cm×s , 

            AB=C∀k, AB(k)=C(k)             《右直切分解法》 

         對x1, x2, ..., xn, Am×n ,  

                  
              x1  
                  
              x2  
           A     = x1A(1)＋x2A(2)＋ ... ＋xnA(n)     《左直切展開法》 
              :    
                  
              xn  
                  
 



2–12  廖亦德: 綜合線性代數 

       【要訣】(1) [(AB)的第j行]=A[B的第j行] 

                         
                     x1   
                         
                     x2     n 
               (2) A     =  xk[A的第k行] 
                     :      k=1 
                         
                     xn   
                         

 
       【證】由矩陣乘法的定義仔細檢驗即得. 

                                     
                            g  j          
                  a  b  c          p  r  
       【實例】           h  k =       
                  d  e  f           q  s  
                            i  l           
                                      

                                       
                                 g      
                        a  b  c      p  
                                 h =    
                        d  e  f       q  
                                 i       
                                       
                   
                                       
                                 j       
                        a  b  c      r   
                                 k =    
                        d  e  f       s   
                                 l       
                                       

                                 
                           x                   
                  a  b  c       a     b     c  
                         y =x   ＋ y   ＋ z     
                  d  e  f        d     e     f   
                           z                    
                                 

 

        習題6.1:  (參閱CH3範例12a) 


