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                  [ ] 若 x=(x1, . . . , xn)T n＼{o} , 則 
                                  _       _           _   
                         xHDx=d1 x1 x1+d2 x2 x2+... +dn  xn xn 

                             =d1x1
2+d2x2

2+...+dnxn
2 

                         ∵至少有一個xi不為0,     ∴ xHDx＞0  . 

                   DH=D 
                              _   _      _        
                   diag( d1,  d2, ...,  dn )=diag(d1, d2,..., dn ) 

                              _         
                   ∀i,  di=di    ∀i, di 
 
                    DHD=I 

                              _   _     _        
                   diag( d1,   d2 ,...,  dn ) diag(d1, d2,..., dn)=diag(1, 1,...,1) 

                             _  
                   ∀i, di di=1    ∀i,di=1 

             其餘讀者自證. 

 

        習題17b.1 

        設d1,..., dn, D=diag(d1, d2,..., dn) ,  則 

         D為斜對稱矩陣∀i, di=0D=O 

         D為正交矩陣∀i, di=±1 

◎定理:《正則矩陣家族(實數對稱矩陣家族)的特徵性質》 

        (a) 設複數矩陣A可單式對角化(A為正則矩陣), 則 

             A為正定          每個 A的特徵值都是正實數 

           '  A為負定           每個 A的特徵值都是負實數 

             A為正半定        每個 A的特徵值都是“正實數或0 ” 

           '  A為負半定        每個 A的特徵值都是“負實數或0 ”  

             A為厄米特矩陣    每個 A的特徵值都是實數 

             A為斜厄米特矩陣  每個 A的特徵值都是純虛數 

             A為單式矩陣      每個 A的特徵值的絕對值都是1 

        (b) 設實數矩陣A可正交對角化(A為實數對稱矩陣), 則 

             A為正定          每個 A的特徵值都是正實數 
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           '  A為負定           每個 A的特徵值都是負實數 

             A為正半定        每個 A的特徵值都是“正實數或0 ” 

           '  A為負半定         每 個A的特徵值都是“負實數或0 ”  

        (c)     A為正定         A為正半定且可逆. 

           '  A為負定          A為負半定且可逆. 

 
       【要訣】(1) 以上(a)中各式要由右向左推時, 必須用到“A為正則矩陣”的前提. 

                  以上(b)中各式要由右向左推時, 必須用到“A為對稱矩陣”的前提. 

                  (見習題17c.1) 

 
       【證】(a) '' 

                取單式矩陣 U, 使 U–1AU=UHAU=diag(λ1, λ2,..., λn). 

                ∴ A = U diag(λ1, λ2,..., λn) U–1= U diag(λ1, λ2,..., λn)UH 

                由定理17a, 

                A具有“某性質”diag(λ1, λ2,..., λn) 具有“某性質” 

                再由定理17b即得證. 

             (c) '  

                 A可逆每個A的特徵值都不為0            (CH12定理7) 

                 再由(a)(b)''即得證. 

             其餘讀者自證. 

                    

        習題17c.1: 

        試舉例說明可能: A可對角化且特徵值都是實數, 但卻不是厄米特矩陣. 

                                                            
                                                     –1  3  
                                                Ans:         
                                                      0  2  
                                                            

        習題17c.2: (交大83資科[3]) 

        Show that if matrix A is real and normal and has real eigenvalues, then A is  

        symmetric. 
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  定理:《平方矩陣》 

        (a) 設A為n×n複數矩陣.  (原'改編入定理17c.) 

             A為正定 A2為正定.         '  A為負定 A2為正定. 

             A為正半定 A2為正半定.     '  A為負半定 A2為正半定. 

             A為厄米特 A2為正半定. 

           '  A為斜厄米特 A2為(厄米特且)負半定. 

             A為可逆厄米特 A2為正定. 

           '  A為可逆斜厄米特 A2為(厄米特且)負定. 

             A為單式矩陣 A2為單式矩陣. 

             A為正則矩陣 A2為正則矩陣. 

        (b) 設A為n×n實數矩陣.  (原'改編入定理17c.) 

               A為正定 A2為正定. 

           '  A為負定 A2為正定. 

             A為正半定 A2為正半定. 

           '  A為負半定 A2為正半定. 

             A為對稱 A2(為對稱且)為正半定. 

           '  A為斜對稱 A2(為對稱且)負半定. 

             A為可逆對稱 A2為正定. 

           '  A為可逆斜對稱 A2(為對稱且)負定. 

             A為正交矩陣 A2為正交矩陣. 

 
       【證】(a) 由定理17c檢討A2的特徵值即得證.    

             (b) ''為(a)的特例, 當然仍成立. 

                由定義得知: 

                A為實數對稱矩陣A為實數厄米特矩陣 

                A為實數斜對稱矩陣A為實數斜厄米特矩陣 

                A為實數正交矩陣A為實數單式矩陣 

                套用(a)即可得證. 

             [(b)'另證]  

                (A2)T=(AT )(AT )=(–A)(–A)=A2. ∴ A2對稱. 
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                ∀xn×1\{o},  由A可逆得知Ax≠o.          (CH8定理17) 

                     xTA2x= –xTATAx= –(Ax)T(Ax)<0 

                (,',皆可依此法證明) 

             [(b)'另證] 

                (A2)T(A2)=(ATAT)(AA)=AT(ATA)A=AT(ATA)A=ATA=I. 

 

        習題17d.1: 

        若A為正定矩陣, 利用定理17c證明: 

        Ak, k=1,2,3,... 皆為正定矩陣.   A可逆且A–1仍為正定矩陣. 

  定理:《平方根矩陣》 

        (a) 設A為n×n複數矩陣. 

             A為正定矩陣   ∃正定矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為正半定矩陣 ∃正半定矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為負定矩陣   ∃可逆斜厄米特矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為負半定矩陣 ∃斜厄米特矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為單式矩陣   ∃單式矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為厄米特矩陣 ∃正則矩陣B使B2=A, AB=BA, 並滿足: 

                                 若x+iy(x, y)為B的特徵值, 則x=0或y=0 

             A為斜厄米特矩陣 ∃正則矩陣B使B2=A, AB=BA, 並滿足: 

                                   若x+iy(x, y)為B的特徵值, 則|x|=|y| . 

             A為正則矩陣   ∃正則矩陣B使B2=A且AB=BA. 

        (b) 設A為n×n實數矩陣. 

             A為正定矩陣   ∃正定實數矩陣B使B2=A且AB=BA. 

             A為正半定矩陣 ∃正半定實數矩陣B使B2=A且AB=BA. 

 
        【要訣】(1) 實數對稱矩陣未必有實平方根矩陣. 例如diag(1,–1). (見CH16定理15) 

                (2) 實數正交矩陣未必有實平方根矩陣. 例如diag(1,–1)  

                (3) 實數負定矩陣未必有實平方根矩陣. 例如diag(–1,–2). 

 
        【證】(a) 取單式矩陣U, 使 


