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估計之觀念 

一、估計之意義 
估計（estimation）又稱之為推定，其意義是指利用樣本統計量去估計

母體中未知的參數，其內容又區分為點估計（point estimation）及區間估

計（interval estimation）兩大類。在本章中，將先探討點估計部分，至於

區間估計部分將在下一章探討，今先將其意義分述如下。 
 點估計：點估計之意義是依據母體抽出的一組樣本資料，求出某個樣

本統計量之數值，然後利用此數值去估計母體中未知參數之方法。例

如，以樣本比例 P̂ 估計母體比例 p ，或利用樣本平均數 X 估計母體

平均數 µ ，以樣本變異數 2S 估計母體變異數 2σ 。 

 區間估計：區間估計之意義是依據一組樣本資料，求出兩個樣本統計

量之數值，形成一個區間，再利用此區間來說明此區間包含此未知母

體參數的信心的估計方法。 

二、估計式及估計值之意義 
利用樣本統計量去估計母體中未知參數時，此樣本統計量即稱為此參

數θ 之估計式或估計元（estimator），而當獲取一組樣本資料後計算出此

估計式之數值即稱之為估計值（estimate）。例如，以 X 及 2S 去估計 µ 及

2σ ，則 X 及 2S 即為參數 µ 及 2σ 的點估計式，但當獲取一組樣本資料

1 2( , ,..., )nx x x 代入上式 X 及 2S 即可獲得二個確定數值 x 及 2s ，此兩數值 x
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及 2s 即為 µ 及 2σ 的點估計值。 

定義：設 1 2
ˆ ( , ,..., )nX X XΘ 為一個統計量，若它被使用來估計某一未知

參數θ 時，則 1 2
ˆ ( , ,..., )nX X XΘ 即稱為參數θ 之點估計式，常以

符號 Θ̂ 表示之。而當獲取一組實際樣本觀察值 1 2( , ,..., )nx x x 所計

算出來之 1 2
ˆ( , ,..., )nx x xθ ，稱為參數θ 之點估計值。 

點估計式之評判標準 

估計式 1
ˆ ( ,..., )nX XΘ 用來估計未知參數 θ ，但估計式（即樣本統計

量）有很多不同形式，因此要如何評判點估計式之優劣，便是點估計的一

個重要課題。一般常見之評判標準有下列幾種，即 
 不偏性（unbiasedness）。 
 有效性（efficiency）。 
 一致性（consistency）。 
 充分性（sufficiency）。 

茲將各種評判準則之觀念分述如下。 

一、不偏性 
 不偏性觀念：利用樣本資料 1 2( , ,..., )nX X X 求取估計式 Θ̂ 之值時，此

估計值與被估計之參數θ 會有某種程度上差異，有時高、有時低，因

此若估計式的期望值能等於被估計之參數，則表示在做估計時較無偏

頗之虞，亦即產生偏誤的可能性亦較小。 
 不偏性之定義： 

定義：設統計量 Θ̂ 為母體參數θ 的一個估計式，且此估計式 Θ̂ 的期望

值等於參數θ ，即 ˆ( )E Θ = θ ，則稱 Θ̂ 為母體參數θ 的不偏估計

式（unbiased estimator）。但若 ˆ( )E Θ ≠ θ ，則稱 Θ̂ 為參數θ 之偏

誤估計式（biased estimator），且其偏誤為 ˆ( )E BiasΘ − =θ 。 
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Remark 

設 1 2
ˆ ( , ,..., )nX X X 為參數 之函數 ( )  之估計式，且 

   1 2
ˆ ( , ,..., ) ( )nE X X X     

則稱 1 2
ˆ ( , ,..., )nX X X 為函數 ( )  之不偏估計式。 

 

由定義中可知，要評判一個估計式是否為參數 之不偏估計式，只

要依上述定義求估計式的期望值即可（見圖8-1）。在圖8-1(a)中，可以很明

顯地發現 1̂ 之抽樣分配之期望值 1
ˆ( )E   ，故 1̂ 為 之不偏估計式；但在

圖8-1(b)中， 2̂ 之期望值並不等於 ，因此 2̂ 即為具有負偏誤之估計式。 
 

 
1̂ 之分配 

1̂  

(a) 
1

ˆ( )E  
2̂

(b) 

2̂ 之分配 

2
ˆ( )E  

 
圖8-1 不偏估計式之觀念 

 

1 
設 1 2( , , , )nX X X 為抽自平均數  ，變異數 2 之母體的一組隨機樣

本，試證明樣本變異數


 
 2 2

1

1
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i
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S X X
n

為母體變異數 2 之不偏

估計式。 （身心障礙四等） 
 

： 

   

2 2 2 2

1 1

2 2

1

2 2

1

1 1
( ) ( )

1 1

1
( ) ( )

1

1
( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

1

 





             
     
       

 





n n

i i
i i

n

i
i

n

i i
i

E S E X X E X nX
n n

E X nE X
n

Var X E X n Var X E X
n

 



8-4 Chapter 8 點估計 
Statistics 

 

      

2
2 2 2

1

2 2 2 2

2 2

1
( )

1

1
{ }

1
1

( 1)
1



            

   


  



n

i

n
n n

n n n
n

n
n

  

   

 

 

 

2 
設 1 2 3( , , )X X X 為抽自平均數 的指數母體之一組隨機樣本，今考慮下

列 之估計式 

  1 1
ˆ X ， 


 1 2

2̂ 2

X X
， 


 1 2

3

2ˆ
3

X X
， 

 
 

 1 2 3
4̂ 3

X X X
，  5 1 2 3

ˆ min( , , )X X X  

試問這些估計式是否為不偏估計式？ （地方政府四等） 
 

： 

因 iX iid
～

1
( )

x

f x e 




 ，故知 ( )iE X   

 1 1
ˆ( ) ( )E E X    

  1 2
2 1 2

1 1ˆ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

X X
E E E X E X          

 
 

  1 2
3 1 2

2 1 1ˆ( ) ( ) 2 ( ) ( 2 )
3 3 3

X X
E E E X E X          

 
 

  1 2 3
4 1 2 3

1ˆ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

      
 

X X X
E E E X E X E X  

        
1

( )
3

        

 因
0

1
( ) 1

t x
x

F x e dt e 


 

   ，故知 

(1) 1 2 3min( , , )X X X X 之機率密度函數為 
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所以 5̂ 之期望值為 

  

3
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故知上述五個估計式中 1̂, 2̂ , 3̂ , 4̂ 為不偏估計式。 

 

3 
設X和Y為互相獨立的隨機變數，且知E(X)6，   2( )Var X 而

E(Y)3，   2( )Var Y ，今有 2 之估計量為  2 2 2( )K X Y Y ，其中K

為常數，試問：K為何值，才能使此估計量成為 2 之不偏估計量？ 

  0.14   0.19   0.33   0.66。 （普考） 
 

： 

因 2 2 2 2 2 2[ ( ) ] [ ( ) ( )] ( )    E k X Y Y k E X E Y E Y  
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  



 

故知 2 227 9k    
9

0.33
27


   k ，故選 。  

 

 不偏性的性質： 

 不偏性與抽樣時的樣本數大小無關。 

 並非所有參數皆具有不偏估計式。例如均勻分配 ( , )U   ，其參數
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α 與 β 皆找不到不偏估計式。 

 參數θ 的偏誤估計式，大部分皆可經過調整後，成為不偏估計式。

但並非所有參數的偏誤估計式皆可經調整後，成為不偏估計式。 
 參數若具有不偏估計式，則不偏估計式有時不只一個，亦具不偏性

不具有唯一性。 
 不偏性只是評斷估計式好壞之一種標準，因此並不能說不偏估計式

就是最佳估計式。 

二、有效性 
任何一個參數θ 皆有很多個不偏估計式，接下來將介紹一些方法能在

眾多不偏估計式中找出相對有效（relatively efficiency）估計式或絕對有效

（absolutely efficiency）估計式。 

定義：設 1 2( , ,..., )nX X X 為抽自母體 ( ; )f x θ 之一組隨機樣本，且 1Θ̂ 與

2Θ̂ 均為參數θ 之不偏估計式，若 

  1
ˆ( )Var Θ 2

ˆ( )Var< Θ  

則在估計θ 時，估計式 1Θ̂ 較 2Θ̂ 相對有效。 

在定義中可看出在不偏估計式中，是以變異數大小作為衡量標準，

變異數小表示估計式 Θ̂ 之所有值較接近θ ，因此估計式較有效。相對地變

異數大，則估計式所有值則較分散，因此估計式較不好（見圖8-2）。  

1Θ̂ 之抽樣分配

θ

2Θ̂ 之抽樣分配

  
  圖8-2  1Θ̂ 較 2Θ̂ 相對有效性之圖示 

 
4 

在例題2中，試問在不偏估計式中，何者較有效？ 
 


	08－01～32
	08－33～42


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
    /00
    /04b03b
    /AllegroBT-Regular
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialRoundedMTBold
    /ArialUnicodeMS
    /ARRGothic2-Ultra-Outline
    /BankGothicBT-Light
    /BankGothicBT-Medium
    /Batang
    /BatangChe
    /BeauBold
    /BeauBoldItalic
    /BeauCondensedBold
    /BeauCondensedBoldItalic
    /BeauCondensedItalic
    /BeauCondensedNormal
    /BeauItalic
    /BeauNormal
    /BeauThinItalic
    /BeauThinNormal
    /BellMT
    /BellMTBold
    /BellMTItalic
    /BernhardFashionBT-Regular
    /BeYoungsPhoneticSymbolPlain
    /Blackjack
    /BlackjackRollin
    /BookAntiqua
    /BookAntiqua-Bold
    /BookAntiqua-BoldItalic
    /BookAntiqua-Italic
    /BookmanOldStyle
    /BookmanOldStyle-Bold
    /BookmanOldStyle-BoldItalic
    /BookmanOldStyle-Italic
    /Braille
    /BrushScriptMT
    /Cambria
    /Cambria-Bold
    /Cambria-BoldItalic
    /Cambria-Italic
    /CambriaMath
    /Century
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /Chiller-Regular
    /ChockABlockNF
    /Clarendon-Condensed-Bold
    /ColonnaMT
    /ComicSansMS
    /ComicSansMS-Bold
    /CommercialScriptBT-Regular
    /Copasetic
    /CopperplateGothic-Bold
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /DFBiology
    /DFFangSong-W2-WIN-BF
    /DFFangSong-W2-WINP-BF
    /DFGangBiU-W2-WIN-BF
    /DFGangBi-W2-WIN-BF
    /DFGangBi-W2-WINP-BF
    /DFGirl-W5-HK-BF
    /DFGirl-W5-HKP-BF
    /DFInsect
    /DFKaiShu-SB-Estd-BF
    /DFKaiShu-W5-Estd-BF
    /DFKMincho-Md-WIN-KSC-H
    /DFLianLianU-W4-WIN-BF
    /DFLianLian-W4-WIN-BF
    /DFLianLian-W4-WINP-BF
    /DFLiuLi-W5-WIN-BF
    /DFLiuLi-W5-WINP-BF
    /DFLiuLi-W7-WIN-BF
    /DFLiuLi-W7-WINP-BF
    /DFLiuXianU-W3-WIN-BF
    /DFLiuXian-W3-WIN-BF
    /DFLiuXian-W3-WINP-BF
    /DFMinchoP-W5-WING-RKSJ-H
    /DFMinchoP-W5-WINP-RKSJ-H
    /DFMinchoP-W5-WIN-RKSJ-H
    /DFMing-W14-WIN-BF
    /DFMing-W14-WINP-BF
    /DFMo-Xb-HK-BF
    /DFMo-Xb-HKP-BF
    /DFOYangXunU-W5-WIN-BF
    /DFOYangXun-W5-WIN-BF
    /DFOYangXun-W5-WINP-BF
    /DFPOP1-Bd-HK-BF
    /DFPOP1-W5-HK-BF
    /DFPOP1-W5-HKP-BF
    /DFPOP1-W7-HKP-BF
    /DFPOP1-W7-WIN-BF
    /DFPOP1-W9-HK-BF
    /DFPOP1-W9-HKP-BF
    /DFSoZingU-W3-WIN-BF
    /DFSoZing-W3-WIN-BF
    /DFSoZing-W3-WINP-BF
    /DFWaWaU-W5-WIN-BF
    /DFWaWaU-W7-WIN-BF
    /DFWaWa-W5-WIN-BF
    /DFWaWa-W5-WINP-BF
    /DFWaWa-W7-WIN-BF
    /DFWaWa-W7-WINP-BF
    /DLCFongSung
    /DLCKaiMedium
    /DLCLiShu
    /DLJGyShoMedium
    /Dotum
    /DotumChe
    /EggoNormal
    /ErasITC-Medium
    /EstrangeloEdessa
    /Euclid
    /Euclid-Bold
    /Euclid-BoldItalic
    /EuclidExtra
    /EuclidExtra-Bold
    /EuclidFraktur
    /EuclidFraktur-Bold
    /Euclid-Italic
    /EuclidMathOne
    /EuclidMathOne-Bold
    /EuclidMathTwo
    /EuclidMathTwo-Bold
    /EuclidSymbol
    /EuclidSymbol-Bold
    /EuclidSymbol-BoldItalic
    /EuclidSymbol-Italic
    /FencesPlain
    /FranklinGothic-Medium
    /Garamond
    /Garamond-Bold
    /Garamond-Italic
    /GeoNormal
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Gulim
    /GulimChe
    /Gungsuh
    /GungsuhChe
    /Haettenschweiler
    /HanWangFangSongMedium
    /HanWangMingMedium
    /HanWangWCL06
    /HerSin-Medium
    /Impact
    /InnMing-Bold
    /InnMing-Light
    /InnMing-Ultra
    /IPA
    /JI-Groved
    /KristenITC-Regular
    /Latha
    /LinGothic-Medium
    /LucidaConsole
    /LucidaSansUnicode
    /Mangal
    /MathA
    /MathB
    /MathC
    /MicrosoftJhengHeiBold
    /MicrosoftJhengHeiRegular
    /MicrosoftSansSerif
    /MingLiU
    /Monospace821BT-Bold
    /Monospace821BT-BoldItalic
    /Monospace821BT-Italic
    /Monospace821BT-Roman
    /MonotypeCorsiva
    /MonotypeSorts
    /MS-Gothic
    /MS-Mincho
    /MSOutlook
    /MS-PGothic
    /MS-PMincho
    /MS-UIGothic
    /MT-Extra
    /NewGothic-Bold
    /NewGulim
    /NSimSun
    /OCRAExtended
    /OldEnglishTextMT
    /Onyx
    /PalatinoLinotype-Bold
    /PalatinoLinotype-BoldItalic
    /PalatinoLinotype-Italic
    /PalatinoLinotype-Roman
    /PCKeysRegularSWFTE
    /PensinkaiEG-Bold-Big5
    /Perpetua
    /PlantinOUP
    /PlantinOUP-Bold
    /PlantinOUP-BoldItalic
    /PlantinOUP-Italic
    /PlantinSmallCapsOUP
    /PMingLiU
    /PosterBodoniBT-Roman
    /Pristina-Regular
    /Rockwell-ExtraBold
    /RollingRocker
    /RoyalAcidbath
    /SILDoulosIPA
    /SimBraille
    /SimHei
    /SimSun
    /Sylfaen
    /SymbolMT
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TempusSansITC
    /Times-BoldTh
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPhonetics
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
    /VinetaBT-Regular
    /Webdings
    /WedgieRegular
    /WeiBei-Bold
    /Wingdings2
    /Wingdings3
    /Wingdings-Regular
    /winmantun23001
    /YenRound-Medium
    /ZenKai-Medium
    /ZeroGirl
    /ZWAdobeF
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


