
第一章 充分統計量 1-1 

第一章 充分統計量 
基本定義 

 
 
設 ( )nXX ,,1 " 為一隨機向量，函數 ( )nXXT ,,1 " 為其一函數，且其不

包含任意未知參數，則稱 ( )nXXT ,,1 " 為一統計量(Statistic)。 
 

 
 
 
若一統計量在給定統計量的值下， nXX ,,1 " 的分配與母體參數無

關，則稱此統計量為充分統計量(Sufficient Statistic)。  
【Remark】： 

由[定義A.2]可知，若 nXX ,,1 " 為離散型隨機向量， 

則若滿足 
( ) },,,,{ 111 tXXTxXxXP nnn === "" 與未知參數θ 無關，則其為充

分統計量。 
若 nXX ,,1 " 為連續型隨機向量， 
則∵ ( ) 0},,,{ 21 == tXXXTP n" ，則必將[定義A.2]的準則予以修

正，以達尋求充分統計量的目的。 

 
 
 
若 ( )θBer,Y,YY i.i.d⎯⎯→⎯321 ，且定義 321 YYYS ++= ， 

321 YYYT += 則S是否是θ 的充分統計量？T是否是θ 的充分統計量？ 

先建立 

定義A.1

例題A.1

定義A.2
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1-2 數理統計 
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如下表： 

 機率 S T }0),,{( 321 =SyyyP }1),,{( 321 =SyyyP  

(0,0,0) 3)1( θ− 0 0 1 0 

(1,0,0) 2)1( θθ −  1 0 0 1/3 

(0,1,0) 2)1( θθ −  1 0 0 1/3 

(0,0,1) 2)1( θθ −  1 1 0 1/3 

(0,1,1) )1(2 θθ −  2 1 0 0 

(1,0,1) )1(2 θθ −  2 1 0 0 

(1,1,0) )1(2 θθ −  2 1 0 0 

(1,1,1) 3θ  3 2 0 0 

  
 機率 }2),,{( 321 =SyyyP  }3),,{( 321 =SyyyP  

(0,0,0) 3)1( θ− 0 0 

(1,0,0) 2)1( θθ −  0 0 

(0,1,0) 2)1( θθ −  0 0 

(0,0,1) 2)1( θθ −  0 0 

(0,1,1) )1(2 θθ −  1/3 0 

(1,0,1) )1(2 θθ −  1/3 0 

(1,1,0) )1(2 θθ −  1/3 0 

(1,1,1) 3θ  0 1 
 

由[定義A.2]可知， 321 YYYS ++= 為參數θ 的充分統計量。 
又 }0)0,1,0{( 321 ==== TyyyP  
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第一章 充分統計量 1-3 
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與參數θ 有關， 321 YYYT +=∴ 不為參數θ 的充分統計量。 

 
 
 
若 )Ber(,, n1 pYY i.i.d⎯⎯→⎯" ， 

試證明 ∑
=

=
n

i
iYS

1
為θ 的充分統計量。 
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∴由[定義A.2]可知， ∑
=

=
n

i
iYS

1
為參數θ 的充分統計量。 

 
 
 

Let

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=

=

=⎯⎯→⎯
−
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2if;1)(1

1if;

0if;

)f(, 21

xeθ

xeθ

xe

xXX i.i.d

θ

θ

θ

, show  that  

21 XX + is not a sufficient statistic for θ . (中山應數所) 

例題A.2

例題A.3
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1-4 數理統計 
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21 XX +∴ 並非θ 的充分統計量。 

 
 
 
Let X and Y be random variables having joint density f x y( , )  

below.   
),( yxf 1−=y  1=y  

1−=x
231 θθ +− 2θθ −  

1=x 2θθ −  2θθ +  
Determine θ  so that X  and Y  are independent. 
Show that YX +  is a sufficient statistic for θ .   (逢甲統精所)  

2}1,1{ θθ +=== YXP∵  
又 }1{2}1{ ==== YPXP θ  
則若 }1,1{ ==⇔ YXPYX � )table22}(1{}1{ ×=== YPXP  

  
3
1,04 22 =⇔=+⇔ θθθθ  
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則根據[定義A.2]可知， YX + 為θ 的充分統計量。 

 

例題A.4

  
 

高點文化publish.get.com.tw 
版權所有•翻印必究 



第一章 充分統計量 1-5 

 
 

 
若 );(,,, ..

21 θxfXXX dii
n ⎯⎯→⎯" ；  

且若存在一統計量 ( )nXXXT ,,, 21 " ，使得 

∏
=

=
n

i
in xfxxxf

1
21 );();,,( θθ" ( ) );),,,((,,, 2121 θnn xxxTgxxxh ""=  

⇔ 統計量 ( )nXXXT ,,, 21 " 為參數θ 的充分統計量。 
 
【證明】： 

僅證明 nXX ,,1 " 為離散型隨機向量情況。 
)(⇐  

( )nXXXT ,,, 21 " 為參數θ 的充分統計量。 
則 ),,(}),,(,,{ 1111 nnnn XXhtXXTxXxXP """ ====  

與未知參數θ 無關。 
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( )nxxh ,,1 "=  
令 }),,({);),,(( 11 tXXTPxxTg nn == "" θ  
則 ( )nnnn xxhtXXTPxXxXP ,,}),({},,{ 1111 """ ====  

),,();),,(( 11 nn xxhxxTg "" θ=  
)(⇒  

令 );,,(},,{ 2111 θnnn xxxfxXxXP "" ===  
);),,,((),,,( 2121 θnn xxxTgxxxh ""= 成立 

則 }),({ 1 tXXTP n ="  

{ } );),,((),,( 11),,( 1
θnntxxT xxTgxxh

n
""" =∑=  

),,();( 1}),,({ 1 ntxxT xxhtg
n

"" =∑= θ  

定理A.3 Neyman-Fisher分解定理
(Neyman-Fisher factorization theorem)
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1-6 數理統計 
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若 Poisson,,1 ⎯⎯→⎯i.i.d

nXX " (θ )， 
  Ber,,1 ⎯⎯→⎯i.i.d

nXX " (θ )， 

試分別利用分解定理求θ 的充分統計量。  
 )(Poisson,, ..

1 θ⎯⎯→⎯ dii
nXX "∵  

∏
∏

=

−

=

∑
=

==∴ n

i
i

x
nn

i
in

x

exfxxf

n

i
i

1

1
1

!
);();,,(

1θθθ
θ

"
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∑
=−

=
∏

n

i
ix

n
n

i
i

e
x

1

1
!

1 θθ  

可令 ( )
∑
=−

=

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∏

n

i
ix

n
n

i
in

i
i

n exg
x

xxh 1;,
!

1,,
1

1

1 θθ θ"  

則根據[Neyman-Fisher分解定理]可知，∑
=

n

i
iX

1
為θ 的充分統計量。 

 )(Ber,, ..
1 θ⎯⎯→⎯ dii
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∑∑
==

−

=
−==∴ ∏

n

i
i

n

i
i xnxn

i
in xfxxf 11 )1();();,,(

1
1 θθθθ" n

x
n

i
i

)1(
1

1 θ
θ

θ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

∑
=  

例題A.5
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第一章 充分統計量 1-7 
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則根據[Neyman-Fisher分解定理]可知，∑
=

n

i
iX

1
為θ 的充分統計量。 

 
 
 

若一函數 )(xI A 滿足
⎩
⎨
⎧ ∈

=
otherwise,0
if,1

)(
Ax

xI A  

則稱函數 )(xI A 為指標函數，事件A為指標事件。 
 
【Remark】： 

指標函數的特性 
 ))(1)(())((,)())(( APAPxIVarAPxIE AA −==  
若A與B為兩指標事件，則 )()()( xIxIxI BABA ∩=  

  
【證明】： 

參見[機率論重點整理][第5章] 

 )(
otherwise,0

andif,1
)()( xI

BxAx
xIxI BABA ∩=

⎩
⎨
⎧ ∈∈

=  

若於X 的p.d.f 中， ix 的範圍與θ 有關，則指標函數的建立有利於

充分性的探討。 

 
 
 
若 );(,, ..

1 θxfXX dii
n ⎯⎯→⎯" ；其中 T

r ),,( 1 θθθ "=  

若 )();)(,),(();();,( 1
1

1 xhxTxTgxfxxf k

n

i
in θθθ "" == ∏

=
 

則 ))(,),(( 1 XTXT k" 是θ 的(結合)充分統計量(joint sufficient statistic)；
其中 ( )nXXX ,,1 "=  

指標函數(indicator function)定義A.4

定理A.5
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1-8 數理統計 

【Remark】： 
由[定理A.5]可知， ( )nXX ,,1 " 為θ 的(結合)充分統計量。 

  
【說例】： 
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則根據[定理A.5]可知， ( )nXX ,,1 " 為θ 的(結合)充分統計量。 
且 ))(,),(()( 1 XTXTXT k"= 為θ 的(結合)充分統計量。 

 
 
 
於[定理A.5]中，若存在一向量值函數φ ，滿足 

))(,),(())(()( **
1

* XTXTXTXT m"== φ  

且φ 為1對1函數，則 )(* XT 亦為θ 的(結合)充分統計量。 
 
【證明】： 

))(,),(()( 1 XTXTXT k"∵ = 為θ 的(結合)充分統計量。 

)();)(,),(();();,,( 1
1

1 xhxTxTgxfxxf k

n

i
in θθθ "" ==∴ ∏
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)();)(( xhxTg θ=  

∵ ))(()(* XTXT φ= 為1對1函數，則存在 1−φ 使得 

))(()( *1 XTXT −= φ  

則 )();))((()();)(();,,( *1
1 xhXTgxhxTgxxf n θφθθ −=="  

)();)(( ** xhxTg θ≡  

則由[定理A.5]可知， )(* XT 亦為θ 的(結合)充分統計量。 

定理A.6
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第一章 充分統計量 1-9 

【Remark】： 
[定理A.6]中，函數φ 條件未必要1對1，其證明超過本書水準。 

 
 
 
Let 001 >⎯⎯ →⎯ θ,θ);U(,X,X i.i.d

n"  find a sufficient statistic for 

θ . 
Let 12211 θθ,)θ;U(θ,X,X i.i.d

n >⎯⎯ →⎯" , find a sufficient statistic 
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 其中 )()2()1( nXXX ≤≤≤ " 為 ),,( 1 nXX " 的秩序統計量 
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則根據Neyman-Fisher分解定理可知， iin XX max)( = 為θ 的充分

統計量。 

例題A.6
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1-10 數理統計 
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 則根據[定理A.5]可知， ),( )()1( nXX 為 ),( 21 θθ 的(結合)充分統計量。 
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例題A.7
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則根據[定理A.5]可知， ⎟⎟
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n
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i
i xx

11

2 , 為 ),( 21 θθ 的(結合)充分統計量。 
  
【Remark】： 
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為1對1轉換，則 ),( 2SX 亦為 

),( 21 θθ 的(結合)充分統計量。 
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1-12 數理統計 

 
 
Let nXX ,,1" be i.i.d with p.d.f 
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Find a sufficient statistic for θ . (中央統研所)  
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則根據[定理A.5]可知， ⎟⎟
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例題A.8
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第一章 充分統計量 1-13 

完備性(Completeness)與相關議題 

 
 
若隨機變數X，其p.d.f為 );( θxf ，且其參數空間為Θ ；則可定義集

合{ }Θθθ ∈);(xf 為隨機變數X 的機率密度函數族(family of p.d.f)。 
 
 
 
 
若隨機變數X，其p.d,f族為 });({ Θθθ ∈xf ，若於此族中，滿足 

0)(,0)}({ ≡⇒∈∀= XgXgE Θθθ  
),1}0)({( Θθθ ∈∀==XgP或  

則稱此族是完備的(completeness)。  
【Remark】： 

於點估計的理論中，完備性的定義相當於是在此族中， 
0的唯一的不偏估計量為0。 

完備性為一p.d.f族的特性。 

 
 
 
若一統計量 )(XT ，其p.d.f為 );( θtf ，若其對應的p.d.f族為 

});({ Θθθ ∈tf 為完備的，則稱統計量 )(XT 為完備統計量(complete 

statistic)。  
 
 
 

Let ),(θXX i.i.d
n Ber,,1 ⎯⎯→⎯" 10 <<θ , to show that ∑

=

n

1i
iX is 

 complete. 

定義B.1

定義B.2

定義B.3

例題B.1
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