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    所謂高階微分方程，是指二階或二階以上的微分方程而言。我們若

將高階微分方程區分二部份：線性與非線性，則線性方程只有部分可以

解，非線性方程幾乎都不能解！因此工程數學會考(教)的高階微分方程

大部份是線性方程，而可以解的線性方程已有一套“標準”解法，故各位

只要讀完本章內容，即可應付所有高階微分方程。現將本章所探討之  

O.D.E. 分類如下： 

            

 

 

 

 

 

 

 

 

§2-1 基本定義與觀念 
     首先我們說明幾個基本名詞。 

(1)n 階線性微分方程 (linear O.D.E. of order n)： 若一 O.D.E. 可以表

成  )()()()()( 01
)1(

1
)( xRyxayxayxayxa n

n
n

n  
    (1) 

稱之。若 O.D.E. 不能寫成(1)式，則稱為 n 階非線性微分方程，其

中 R(x) 亦稱為輸入項(input)或外力項。 

 

(2)齊次與非齊次方程(Homogeneous and Nonhomogeneous)  

於(1)式中，若  0)( xR  稱為齊次(物理意義為：無外力項，從推導力

學或電路學方程式之過程即知 )。若 ( ) 0R x  ，則(1)式稱為非齊次方

程式。 

 

(3)常係數(constant coefficient) 與變係數(variable coefficient) 

於(1)式中，若 )(xan
、 )(1 xan

、、 )(0 xa  都是常數，稱為常係數  

高階  O.D.E. 

線性 

 

 

 

 

非線性 

常係數：公式解 

 

 

變係數 

Cauchy-Euler O.D.E. 

恰當型(Exact) 

降階法(Reduced order) 

因變數變更法 

自變數變更法 

缺 y (因變數) 

缺 x (自變數) 
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2-2                                第二章 高階 O.D.E. 之解法 

O.D.E.，否則稱為變係數  O.D.E.。常係數 O.D.E. 已有公式解，相當

簡單，但變係數  O.D.E. 僅有固定的一些類型可解。 

 

說例 1 

說明題 

(1) 0852  yyy   為二階常係數齊次  O.D.E.。  

(2) xyyy  852   為二階常係數非齊次  O.D.E.。 

(3) 0852  yyxy   為二階變係數齊次  O.D.E.。  

(4) xyyxy 3852    為二階變係數非齊次  O.D.E.。 

＊          ＊          ＊ 

 

定理 疊加原理(Superposition principle)  

有一個二階“線性”而且“齊次”之  O.D.E.，若將該方程式之二解任

意線性組合，則所得之函數亦為原方程式之解。 

證明：設 0)()(  yxqyxpy  之二解為 y1、y2(因為積分二次) 

則有 0)()( 111  yxqyxpy  與 0)()( 222  yxqyxpy  

將 
2211 ycycy   代入原 O.D.E. 得 

 ))(())(()( 221122112211 ycycxqycycxpycyc   

 
1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( )c y py qy c y py qy          

 0 ～故得證。 

但必須注意的是：本定理僅對“線性”且“齊次”的 O.D.E. 才適用，

對於非線性或非齊次之 O.D.E. 是不能用的。 

＊          ＊           ＊ 

 

      在進入解微分方程式之前，我們還要探討一組函數之線性獨立

(linear independent)和線性相依(linear dependent) 的性質，因為判斷一

組函數是線性相依或線性獨立對解方程式很有幫助。 

 

定義 線性獨立(Linear Independent，簡稱為 “L.I.”) 

線性相依(Linear Dependent，簡稱為 “L.D.”) 

已 知 一 組  n 個 函數  y1(x) 、 y2(x) 、、 yn(x) 與  n 個 常 數 

nccc ,,, 21  ，若在區間 I 內會使得下式： 02211  nnycycyc   
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成立之唯一條件為 021  nccc  ，則稱此  n 個函數在區間 I 

內為線性獨立，否則即稱為線性相依。 

 

說例 2 

說明題 

(1)  , 2x x  為  L.D. ，因為  0)2(21  xcxc  成立之條件除了 

021  cc  外， 1,2 21  cc  亦可。 

(2)  2,x x  為  L.I.，因為  02
21  xcxc  成立之唯一條件僅為 

021  cc 。 

(3)  0, x  為  L.D. ，因為  0)()0( 21  xcc  成立之條件必為 

02 c ，c1 為任意數(當然包括非零值)。故知 0 與任意函數

為  L.D.。  

(4)  2 2, , 2x x x x  為  L.D.，因為  22 )1()(22 xxxx  ，即第三

個函數僅為前面函數之線性組合(即了無新意)。 

＊            ＊           ＊ 

 

      由前例可知：其實只要任意二個非零函數在某區間內為“變數倍”，

就是 L.I.，為“常數倍”，就是 L.D.。但當函數之數目較多時，要判斷

是 L.I. 或  L.D.，如果再用常數倍或變數倍此方法已不可能，此時須藉

助郎司基(Wronskian) 行列式，如下面說明： 

 

       若一組在區間 I 內皆 n 階可微分之函數 
nyyy ,,, 21   ，則定義 

    

)1()1(
2

)1(
1

21

21

21 ),,,(






n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW









     (2) 

上式稱作 Wronskian 行列式，簡寫為 W，則有如下定理： 

 

定理 已知在區間 I 內皆 n 階可微分之函數 
nyyy ,,, 21  ，則 

     








.L.D0

L.I.0

W

W
 。 

證明： 將判斷 L.I. 或 L.D. 之定義式： 02211  nn ycycyc   
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連續微分 1n  次得：

c y c y c y

c y c y c y

n n

n n
n n

n

1 1 2 2

1 1
1

2 2
1 1

0

0

      

   







   



   

( ) ( ) ( )

 

綜合之，寫為 




























































0

0

0

2

1

)1()1(
2

)1(
1

21

21











n
n

n
nn

n

n

c

c

c

yyy

yyy

yyy

 

(1)若 
nyyy ,,, 21   為  L.D.，則由定義知 

nccc ,,, 21    必不全為零，由

矩陣理論(詳§11-5)知 0),,,( 21 nyyyW   必成立。  

(2)若 
nyyy ,,, 21   為  L.I.，則由定義知 

nccc ,,, 21   必全為零，仍利

用矩陣理論(詳§11-5)得 0),,,( 21 nyyyW   

(3)在 
nyyy ,,, 21   為 n  階可微分之條件下，則 









.L.D0

L.I.0

W

W
。 

＊                   ＊                 ＊ 

 

    以下再來考慮不同區間時線性獨立或線性相依之判斷，通常這一類

的函數皆非 n 階可微分之函數，因此不要貿然使用  Wronskian 判斷。 

 

說例 3 

說明題 

已知 xxyxy  2
2

1 , ，請在以下之區間：  

(1)  0,               (2)  , 0              (3) ),(   

分別說明其為  L.I. 或 L.D.？  

[解]先將 xxyxy  2
2

1 ,  之圖形繪如下：  










0,

0,
2

2

2
xx

xx
y ， x

xx

xx
y 2

0,2

0,2
2 








  

 

 

 

 

 

  

 

 

x 

y1 
2xy   

x 

y2 
xxy   

0 0 
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看出 )(2 xy  在 0x  不可微，故需分段討論如下：  

(1)在區間  0,   ：









xxy

xxy

0,

0,
2

2

2
1  ，故 y1、y2 為 L.D.。 

(2)在區間  , 0  ：









0,

0,
2

2

2
1

xxy

xxy
 ，故 y1、y2 為 L.D.。 

(3)在區間  ),(   ：










11,

11,

2

2
1

xxxy

xxy
 ，一看即知非為常數倍，故  

y1、y2 為 L.I.。 

現若計算其  Wronskian，會有  0
22

),(

2

21 
xx

xxx
yyW ，會將  

1y 、
2y  

誤判為  L.D.！當然錯誤，亦即此時無法以  ),( 21 yyW  之值判斷其相關

性，因為 )(2 xy  不滿足二階可微分之條件。 

＊            ＊           ＊ 

類  已 知  


















0,

0,0
,

0,0

0,
22

2

1
xx

x
y

x

xx
y ， 請 在 以 下 之 區 間 ： (1)      

 0,     (2)  , 0    (3) ),(    分別說明其為 L.I. 或 L.D.？ 

答：繪圖後知 )(1 xy 、 )(2 xy  在 0x  皆不可微分，故需分段討論如下： 

(1)區間  0,  ： 00)0()( 12
2

1  ccxc  ，故 y1、y2 為 L.D.。 

                 因為此時存在 
2c  不為零之解！ 

(2)區間  , 0 ： 00)()0( 2
2

21  cxcc  ，故 y1、y2 為 L.D.。 

                 因為此時存在 
1c  不為零之解！ 

0 0 
x = 0 不可微分 

x 

1y

 y = 2x 

x 

2y  
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2-6                                第二章 高階 O.D.E. 之解法 

(3)區間 ),(  ：對於 02211  ycyc ，由(1)、(2)之討論知，需取其 

     交集，即需 021  cc  才可以，故   y1、 y2 為  

L.I.。 

 

       根據上述討論，我們接著探討如下線性 O.D.E. 的通解： 

 

)()()()()( 01
)1(

1
)( xRyxayxayxayxa n

n
n

n  
   

 

當 0)( xR  時，O.D.E. 成為齊次，此時若已知 nyyy ,,, 21   皆為上式

之 解 ( 因 為 要 積 分  n 次 ， 即 含  n 個 積 分 常 數 ) ， 且 亦 有 

W y y yn( , , , )1 2 0  (因任意二個已為 L.I. 之函數經積分後仍為 L.I.，為數

學運算上成立之事實)，則由疊加原理知上式之通解必如下所示： 

 

)()()()( 2211 xycxycxycxy nnh        (3) 

  

亦即(3)式組成(1)式之基本解(Fundamental solution)，亦將 yh(x) 稱為

(1)式之齊次解 (Homogeneous solution)，外型必含有 
nccc ,,, 21   等  n 

個積分常數。而當 0)( xR  時，O.D.E. 成為非齊次，此時會存在一個

不含未定係數之解 (此即物理現象：外力大，變形大；外力小，變形

小)，此解稱為特解(Particular solution)，此一特解之意義即是非齊次解

(non-Homogeneous solution)也！則此時整個(1)式之通解(亦稱為全解)

可以表為 

    )()()( xyxyxy ph           (4) 

[ 通解＝齊次解＋特解  ]  

證明：因為 )(0)()()()( 01

)1(

1

)(
ayxayxayxayxa hh

n

hn

n

hn  



 

)()()()()()( 01

)1(

1

)(
bxRyxayxayxayxa pp

n

pn

n

pn  



 

(a) + (b) 得 )()()()( 0

)1(

1
)( xRyyayyyayya ph

n

hphn
n

phn 


   

故得證 )()()( xyxyxy ph   滿足(1)式。 

＊                   ＊                 ＊ 
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第二章 總複習題 
 

1.解 024)1( 2  yyxyx  

2.解 2)1()2()1(  xeyyxyx x  

3.解  052  xyyyx  

4.解 )1(622)( 2  xyyyxx  

5.解  2 22 ( )xy yy y                                 ( 成大研) 

6.解  0)0()0(,cos522  yyxyyy             (台大研) 

7.解 )cos(23 xeyyy   

8.解 
x

yy
cosh

1
  

9.解  x y xy y x x2 2 2     ln  

10.解  2

2

2 2
1 4 xy y y x e

x x

 
     

 
                   ( 台聯大電) 

11.解  secy y x                                   ( 台大研) 

12.解  2 44 6 7 sinx y xy y x x                          ( 台大研) 

13.解  
2

4 4
1

xe
y y y

x
   


                           ( 成大研) 

14.解  32 5 20 , (0) 2, (0) 6xy y y e y y                 ( 台大研) 

15.解  
2

4 4
te

y y y
t

                                 ( 115 台大研) 

16.解  xeyyy x 3sec422                         ( 115 國考) 

17.求  0)1()21(  yxyxyx   的解析解？          (成大研) 

18.解  0)1(  yyxyx ， 1)0(,3)0(  yy            (成大研) 

19.解  xexyyy 3296  ， 17)0(,2)0(  yy            (台大研) 

20.解  xexyyxy 4233                                        (台大研) 

 

註：更多的練習題請參考我寫的「工數題型思路分析」

一書，題題精彩，說明詳盡，考研必備！ 
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※解答※ 
1.因為 0)1()4(2 2  xx  知此  O.D.E. 屬恰當，故假設 

a x y a x y Q x1 0( ) ( ) ( )   ，則 )()( 0011 xQyayaaya   

比較係數得 
10

2
1 )(,2,1 cxQxaxa   

整理後得到一階線性  O.D.E. 為 
11

2
2

1

2 





x

c
y

x

x
y  

利用公式解法解上式得 
11

)(
2

2

21






x

c

x

x
cxy 。 

2.觀察知  
xey 1  為其一組齊次解，令  

xueuyy  12  代入  O.D.E. 可解

出  
xexu  )2( ， 22  xy   

    
xex

yy

yy
W )1(

21

21



 ，令  2211 yuyuy p  ， xxx

p exeexy 2
2

1 2   

    故  xxx xeexxcecxy  2
21

2

1
)2()( 。  

3.由  5
11

5
2

1

4

1
22

2 
xx

PPQ ，故知可以使用因變數變更法，即

令  
x

exu
dx

x 1
)(

1

   

     再令  v
x

xy
1

)(   代入原  O.D.E. 整理得  05  vv  

 上式解為  xcxcxv 5sin5cos)( 21   

 ∴  1 2

1
( ) cos 5 sin 5y x c x c x

x
  。 

4.因為 0)()2(2 2  xx  知此  O.D.E. 屬恰當，故假設 

a x y a x y Q x1 0( ) ( ) ( )   ，則 a y a a y a y Q x1 1 0 0        ( ) ( ) 

比較係數得 
1

2
0

2
1 63)(,32, cxxxQxaxxa   

整理後得到一階線性  O.D.E. 為 
xx

cxx
y

xx

x
y











2

1
2

2

6332  

利用公式解法解上式得  x
x

x
c

x
cxy 3

11

1
)(

3

21 





 。 
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